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Abstrak 
Telah dilakukan penelitian tentang  profil tekanan bintang relativistik yang diturunkan kembali dengan 
menyelesaikan persamaan Einstein statik bersimetri bola untuk fluida ideal dengan densitas konstan 
dalam kondisi kesetimbangan hidrostatik. Penelitian ini menjelaskan profil tekanan dan batasan massa 
bintang berdasarkan model sederhana dalam konteks Teori Relativitas Umum. Hasil penelitian ini 
menunjukkan bahwa tekanan maksimum terjadi di pusat bintang dan akan menurun seiring 
bertambahnya jarak radial dari pusat bintang. Ditunjukkan pula bahwa dengan menerapkan syarat 
analitik pada persamaan profil tekanan akan menghasilkan batasan massa dari sebuah bintang 
relativistik. Untuk bintang bermassa M dan berjari-jari R batasan ini mensyaratkan bahwa 𝑀 < 4𝑅 9⁄  . 
Apabila massa bintang melebihi batasan ini maka tekanan hidrostatik dari bintang tersebut tidak akan 
mampu mengimbangi tarikan gravitasionalnya sehingga runtuh menjadi objek kompak seperti bintang 
neutron dan lubang hitam. 
 
Kata Kunci: Batas Massa, Bintang Relativistik, Persamaan Einstein, Solusi Internal  
 
1. Latar Belakang 
Bintang-bintang yang bertabur di langit 
malam membuat manusia terpesona dengan 
keindahannya. Hal ini kemudian menggiring 
manusia pada beberapa pertanyaan mendasar 
seperti bagaimana bintang-bintang itu 
terbentuk, bagaimana komposisi materi 
penyusun bintang, mengapa bintang tersebut 
bisa bersinar terang dan lain sebagainya. 
Pertanyaan-pertanyaan ini perlahan 
mendapatkan jawabannya seiring dengan 
perkembangan ilmu Fisika, khususnya setelah 
Sir Isaac Newton mempublikasikan teorinya 
hukum gravitasi universal. Akan tetapi berbagai 
hasil  pengamatan astronomis serta dengan 
berkembang pesatnya ilmu Fisika,  penjelasan 
teori Newton tentang struktur bintang dirasa 
kurang memadai sehingga diperlukan kerangka 
teoretis yang lebih baik untuk menjelaskan hal 
tersebut. 
Teori relativitas umum (TRU) merupakan 
teori yang mengkaji tentang gravitasi dari sudut 
pandang geometri ruang-waktu. Dalam teori ini, 
gravitasi merupakan efek dari kelengkungan 
ruang-waktu akibat adanya distribusi massa dan 
energi di dalam ruang-waktu tersebut. Salah 
satu penerapan TRU dalam bidang Astronomi 
adalah untuk menjelaskan struktur bintang. 
Dalam artikel ini akan diuraikan tentang profil 
tekanan bintang dengan menurunkan kembali 
solusi persamaan Einstein untuk bintang sferis 
dengan model fluida ideal. Selanjutnya  
diturunkan pula batasan massa untuk bintang 
relativistik. Semua hasil yang ada di artikel ini 
merupakan penurunan kembali dari apa yang 
telah dibahas dalam beberapa buku teori 
relativitas umum seperti yang telah ditulis oleh 
Hartle [1] dan Carroll [2]. Meskipun demikian, 
kajian dalam artikel ini merupakan dasar untuk 
kajian lanjutan tentang teori struktur bintang 
relativistik. Di antara kajian lanjutan yang telah 
dilakukan oleh peneliti terdahulu adalah studi 
tentang batasan massa bintang relativistik 
dengan model fluida isotropik [3] serta 
pengembangannya untuk model bintang 
barotropik [4].  
 
2. Metodologi 
 Tahapan pertama dalam penelitian ini 
adalah menentukan komponen-komponen 
tensor metrik untuk ruang-waktu statik 
bersimetri bola yang diberikan oleh [5] 
𝑑𝑠2 = −𝐵(𝑟)𝑐2𝑑𝑡2 + 𝐴(𝑟)𝑑𝑟2 + 𝑟2𝑑𝜃2  
+ 𝑟2𝑠𝑖𝑛2𝜃𝑑𝜑 2.    
 
(1) 
Selanjutnya menghitung simbol Christoffel 
untuk metrik Persamaan (1) dengan 
menggunakan  
Γ𝜇𝑣
𝑎 =
1
2
𝑔𝑎𝛽 (
𝜕𝑔𝛽𝜇
𝜕𝑥𝜈
+
𝜕𝑔𝜈𝛽
𝜕𝑥𝜇
−
𝜕𝑔𝜇𝜈
𝜕𝑥𝛽
). 
(2) 
Kemudian menggunakan simbol Christoffel yang 
diperoleh dari tahapan di atas untuk 
menghitung tensor Ricci dengan menggunakan 
𝑅𝜇𝜐 = 𝜕𝛼Γ𝜇𝜐
𝛼 − 𝜕𝜐Γ𝜇𝛼
𝛼 + Γ𝜇𝜐
𝛽
Γ𝛽𝛼
𝛼 − Γ𝜇𝛼
𝛽
Γ𝜐𝛽  .
𝛼  (3) 
Setelah itu menyelesaikan perangkat Persamaan 
Einstein 
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𝑅𝜇𝜐 = 8𝜋 (𝑇𝜇𝜐 −
1
2
𝑇𝑔𝜇𝜐)  (4) 
untuk tensor energi momentum fluida 
sempurna yang dinyatakan dengan Persamaan 
𝑇𝜇𝜐 =
[
 
 
 
𝐵(𝑟)𝜌𝑐2 0
0 𝐴𝑝
0   0
0   0
0    0
0    0
𝑝𝑟2    0
   0 𝑝𝑟2𝑠𝑖𝑛2𝜃]
 
 
 
. 
 
(5) 
Kemudian menurunkan kembali Persamaan 
Tollman-Oppenheimer-Volkov (TOV) dari 
perangkat Persamaan Einstein serta 
menganalisis profil tekanan dan menghitung 
batasan massa bintang. Secara skematik, 
langkah-langkah dalam penelitian ini 
ditunjukkan dalam diagram alir yang diberikan 
oleh Gambar 1. 
 
 
 
 
Gambar 1. Diagram alir penelitian 
 
3. Hasil dan Pembahasan 
3.1 Penyelesaian Persamaan Einstein 
Hasil substitusi tensor energi-momentum 
fluida ideal yang diberikan oleh Persamaan (5) 
dan 𝑇 = −𝜌𝑐2 + 3𝑝 ke Persamaan medan 
Einstein yang dinyatakan oleh Persamaan (4) 
akan menghasilkan  
R00 = −4𝜋(𝜌 + 3𝑃)𝐵 (6) 
R11 = −4𝜋(𝜌 − 𝑃)𝐴 (7) 
R22 = −4𝜋(𝜌 − 𝑃)𝑟
2. (8) 
Dari Persamaan (6), (7), dan (8) dapat 
dituliskan hubungan 
R00
2B
+
R11
2A
+
R22
𝑟2
= −8𝜋𝜌. (9) 
Selanjutnya dengan menggunakan komponen-
komponen tensor Ricci untuk ruang-waktu 
statik bersimetri bola yang diberikan oleh 
Persamaan  
R00 =
𝐵"
2𝐴
−
𝐴′𝐵′
4𝐴2
−
𝐵2
′
4𝐴𝐵
+
𝐵′
𝐴𝑟
 
              
(10) 
R11 =
𝐵"
2𝐵
+
𝐵2
′
4𝐵2
+
𝐴′𝐵′
4𝐴𝐵
+
𝐴′
𝐴𝑟
 
 
         
(11) 
R22 = 1 +
𝑟
2𝐴
(
𝐴′
𝐴
−
𝐵′
𝐵
) −
1
𝐴
 
             
(12) 
 dan mensbstitusikannya ke Persamaan (9) akan 
menghasilkan  
(
𝐵"
4𝐴𝐵
−
𝐵′
8𝐴𝐵
(
𝐴′
𝐴
+
𝐵′
𝐵
) −
𝐴′
2𝐴2𝑟
) + 
(−
1
𝑟2
+
1
2𝐴𝑟
(−
𝐴′
𝐴
+
𝐵′
𝐵
) +
1
𝐴𝑟2
)𝜌 
+(−
𝐵"
4𝐴𝐵
+
𝐵′
8𝐴𝐵
(
𝐴′
𝐴
+
𝐵′
𝐵
) −
𝐵′
2𝐴𝐵𝑟
)
= −8𝜋 
 
 
−
𝐴′
𝐴2𝑟
−
1
𝑟2
+
1
𝐴𝑟2
= −8𝜋𝜌 
 
 
𝑑
𝑑𝑟
(
𝑟
𝐴
) = 1 − 8𝜋𝜌𝑟2 
 
𝑟
𝐴
= 𝑟 − 2∫ 4𝜋𝑟2𝜌 𝑑𝑟 
 
𝐴 = (1 −
2𝑀(𝑟)
𝑟
)
−1
. 
(13) 
Dalam Persamaan (9) telah digunakan 
hubungan 𝑀 = ∫ 4𝜋𝑟2𝜌 𝑑𝑟. Apabila Persamaan 
(13) diturunkan terhadap 𝑟 akan dihasilkan 
𝑑𝐴
𝑑𝑟
=
𝑑
𝑑𝑟
(1 −
2𝑀(𝑟)
𝑟
)
−1
 
          = (
2𝑀′
𝑟
−
2𝑀(𝑟)
𝑟2
)(1 −
2𝑀(𝑟)
𝑟
)
−2
 
(14) 
Selesai 
Mulai 
Menghitung simbol Christoffel 
Menghitung tensor Ricci dan skalar Ricci 
Menghitung tensor Einstein dan  
Menyelesaikan Persamaan  
Einstein  
Menganalisis profil tekanan dan 
batasan massa bintang 
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sehingga, 
𝐴′
𝐴
=
1
𝐴
𝑑𝐴
𝑑𝑟
= (
2𝑀′
𝑟
−
2𝑀(𝑟)
𝑟2
)(1 −
2𝑀(𝑟)
𝑟
)
−1
. 
(15) 
Untuk mencari ungkapan matematis dari B, 
dapat dilakukan dengan meninjau kembali 
Persamaan (8)  
R22 = −4𝜋(𝜌 − 𝑃)𝑟
2 
1 +
𝑟
2𝐴
(
𝐴′
𝐴
−
𝐵′
𝐵
) −
1
𝐴
= −4𝜋(𝜌 − 𝑃)𝑟2 
𝐴 +
𝑟
2
(
𝐴′
𝐴
−
𝐵′
𝐵
) − 1 = −4𝜋(𝜌 − 𝑃)𝑟2𝐴 
𝐴 +
𝑟
2
(
𝐴′
𝐴
−
𝐵′
𝐵
) = 1 − 4𝜋(𝜌 − 𝑃)𝑟2𝐴 
𝐴′
𝐴
−
𝐵′
𝐵
=
2
𝑟
− 8𝜋(𝜌 − 𝑃)𝑟𝐴 −
2𝐴
𝑟
 
𝐵′
𝐵
= −
2
𝑟
+ 8𝜋(𝜌 − 𝑃)𝑟𝐴 +
2𝐴
𝑟
+
𝐴′
𝐴
. 
(16) 
 
 
Dengan menggunakan substitusi Persamaan 
(15) ke Persaamaan (16) akan menghasilkan 
𝐵′
𝐵
= −
2
𝑟
+ 8𝜋(𝜌 − 𝑃)𝑟 (1 −
2𝑀(𝑟)
𝑟
)
−1
+ 
 
 
2
𝑟
(1 −
2𝑀(𝑟)
𝑟
)
−1
+ (
𝑀′
𝑟
−
2𝑀(𝑟)
𝑟2
) 
 
 
(1 −
2𝑀(𝑟)
𝑟
)
−1
. 
(17) 
Kemudian substitusikan Persamaan  
𝐵′
𝐵
= −
2𝑝′
𝑝+𝜌𝑐2
 ke Persamaan (17) di atas 
kemudian didapat 
𝑃′ = −
(𝑃 + 𝜌)
𝑟2
(
4𝜋𝑃𝑟3 + 𝑀(𝑟)
1 −
2𝑀(𝑟)
𝑟
). 
 
(18) 
 Persamaan (18) di atas biasanya dikenal 
sebagai Persamaan Tolman-Oppenheimer-
Volkoff (TOV). Substitusi  𝑀 =
4
3
𝜋𝑟3𝜌 ke 
Persamaan (18) diperoleh  
𝑃′ = −
4𝜋𝑟
3 − 8𝜋𝑟2𝜌
(𝑃 + 𝜌)(3𝑃 + 𝜌) 
 
𝑑𝑃
𝑑𝑟
= −
4𝜋𝑟
3 − 8𝜋𝑟2𝜌
(𝑃 + 𝜌)(3𝑃 + 𝜌). 
(19) 
Selanjutnya, untuk bintang yang inkompresibel 
dapat dipilih 𝑀 =
4
3
𝜋𝑟3𝜌 dan 𝜌 = 3𝑀
4𝜋𝑅3
 , sehingga 
Persamaan (19) dapat diintegrasikan secara 
langsung dan menghasilkan hubungan 
kebergantungan tekanan bintang terhadap jarak 
dalam kondisi kesetimbangan hidrostatis. 
kebergantungan tersebut dinyatakan oleh 
Persamaan 
𝑃(𝑟) =
3𝑀
4𝜋𝑅3
[
 
 
 
 √(1 −
2𝑀
𝑅 ) −
√(1 −
2𝑀𝑟2
𝑅3
)
√(1 −
2𝑀𝑟2
𝑅3
) − 3√(1 −
2𝑀
𝑅 )]
 
 
 
 
. 
 
 
 
 
(20) 
3.2 Profil Tekanan dan Batasan Massa 
Bintang Relativistik 
Dengan menggunakan Persamaan (20) 
dapat ditentukan profil tekanan bintang dan 
kebergantungannya terhadap jarak radial dari 
pusat bintang.  Hasil perhitungan untuk bintang 
relativistik bermassa M dan jari-jari R  dengan 
rasio 𝑀 𝑅⁄ = 1 3⁄  ditunjukkan dalam Gambar 2. 
Dari gambar tersebut dapat dilihat bahwa 
semakin jauh dari pusat bintang, tekanannya 
menjadi semakin kecil dan bernilai nol di 
permukaan bintang (di 𝑟 = 𝑅). Tampak pula 
dari gambar tersebut bahwa tekanan maksimum 
berada di pusat bintang (di r= 0). Selanjutnya 
dalam Gambar 3, dapat dilihat perbandingan 
profil tekanan bintang relativistik dan bintang 
Newtonian. Berdasarkan gambar tersebut dapat 
disimpulkan bahwa, untuk bintang dengan rasio 
𝑀 𝑅⁄  yang sama, tekanan maksimum yang 
dibutuhkan oleh bintang relativistik untuk 
menjaganya agar tetap berada dalam kondisi 
kesetimbangan hidrostatik bernilai lebih besar 
dari tekanan yang dibutuhkan oleh bintang 
Newtonian.  
 
Gambar 2. Profil kebergantungan tekanan 
terhadap jarak dari pusat bintang  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Gambar 3. Perbandingan prodil tekanan bintang 
relativistik (garis biru) dan bintang Newtonian 
(garis hijau). 
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Selanjutnya, dari Persamaan (20) dapat dihitung 
besarnya tekanan di pusat bintang  (di r= 0), 
yaitu: 
𝑃(𝑟) =
3𝑀
4𝜋𝑅3
[
 
 
 √(1 −
2𝑀
𝑅 ) − 1
1 − 3√(1 −
2𝑀
𝑅 )]
 
 
 
. 
(21) 
 
      Dari ungkapan eksplisit yang diberikan oleh 
Persamaan (21) dapat diketahui batasan massa 
bintang relativistik. Terdapat dua syarat yang 
harus dipenuhi agar Persamaan tersebut 
memiliki solusi, yang pertama ungkapan di 
bawah tanda akar harus lebih besar atau sama 
dengan nol, yang menghasilkan 
1 −
2𝑀
𝑅
≥ 0 
𝑀 ≤
𝑅
2
. 
 
 
(22) 
Syarat yang kedua adalah penyebut dari 
Persamaan (21) tidak boleh bernilai nol, agar 
tekanan di pusat bintang tidak tak-hingga. Selain 
itu, karena tekanan harus bernilai positif dan 
bagian pembilang dari Persamaan tersebut 
nilainya pasti lebih kecil dari nol, maka bagian 
penyebutnya harus bernilai lebih kecil dari nol. 
Syarat ini menghasilkan  
1 − 3√(1 −
2𝑀
𝑅
) < 0 
√(1 −
2𝑀
𝑅
) >
1
3
 
1 −
2𝑀
𝑅
>
1
9
 
2𝑀
𝑅
<
8
9
 
𝑀 <
4
9
𝑅. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(23) 
Karena 
4
9
𝑅 <
𝑅
2
, maka dapat disimpulkan bahwa 
massa maksimum bintang relativistik adalah 
4
9
𝑅. 
Hasil ini menunjukkan bahwa sebuah bintang 
relativistik berjari-jari R dengan model fluida 
ideal inkompresibel akan memiliki massa yang 
tidak melebihi 
4
9
 𝑅. Apabila massa bintang 
tersebut melebihi 
4
9
𝑅 maka tekanan hidrostatik 
bintang tidak akan mampu untuk mengimbangi 
tarikan gravitasinya sendiri sehingga bintang 
tersebut akan mengalami keruntuhan gravitasi 
(gravitational collapse) menjadi objek kompak 
seperti bintang neutron atau lubang hitam.  
4. Kesimpulan 
Hasil studi ini diperoleh bahwa serupa 
dengan bintang Newtonian, profil tekanan 
bintang relativistik menurun seiring dengan 
pertambahan jarak dari pusat bintang sehingga 
nilai tekanan maksimum berada di pusat 
bintang. Akan tetapi, untuk bintang relativistik 
terdapat batasan massa, yaitu bintang tersebut 
tidak boleh memiliki massa yang nilainya lebih 
besar dari 
4
9
𝑅. Apabila massanya melebihi nilai 
tersebut, maka tekanan di pusat bintang tidak 
akan cukup kuat untuk menjaganya dalam 
kondisi kesetimbangan hidrostatik, sehingga 
bintang tersebut akan mengalami keruntuhan 
gravitasi menjadi objek kompak seperti bintang 
neutron dan lubang hitam. 
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